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mentro de la seleccion de juegos geométricos, uno de los
mads conocidos son los poliminds, puzzle creado por el profe-
sor Solomon W. Golomb en sus afios de estudiante y que
popularizé con la publicacién en 1965 de un libro con ese
mismo nombre. A partir de la pieza del domind, y como gene-
ralizacién, llamé poliminé a las piezas formadas uniendo
varios cuadrados por un lado comun. Estas piezas permiten
un gran estudio de propiedades geométricas: areas, perime-
tros, descomposicion de figuras, simetrias, giros, etc. Incluso
nos podemos encontrar sudokus basados en las piezas de los
poliminés (ver Fernandez-Aliseda y otros; 2004).

Solomon W. Golomb

No vamos a insistir en este material pues pensamos que es
bastante conocido por nuestros lectores; por eso vamos a
hablar de otros elementos de la misma familia.

El propio Golomb planted, ya en 1954, la posibilidad de reali-
zar un puzzle basado en las piezas que se podian conseguir
uniendo tridngulos equilateros por un lado comdn. Afios mas
tarde el matemdtico escocés T. H. O’Beirne bautizé a estas
piezas con el nombre de poliamantes partiendo de una idea
cercana a la creacién de los poliminds, y sacando el nombre
de la generalizacién de la figura del diamante tipico de la
baraja de cartas francesa formado por la unién de dos tridn-
gulos equildteros. Respecto a estas piezas no vamos a comen-
tar nada pues ya les dedicamos uno de los primeros articulos
de esta seccion (ver Grupo Alquerque; 2001).

Aunque en los casos anteriores se trabaja con poligonos regu-
lares, no cuesta mucho pensar en ampliar este proceso a poli-
gonos que no lo sean. Asi, en el ano 1961, el propio O’'Beirne
hace el primer analisis de la combinacién de triangulos rectin-
gulos isdsceles. Estas piezas fueron bautizadas por S. J. Collins
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con el nombre de polidbolos, extrayendo el nombre del juego
del didbolo, muy comun entre las ninas hace anos y que
actualmente ha sido recuperado por los malabaristas. La pieza
del juego del didbolo estaria formada por dos tridngulos rec-
tdngulos is6sceles, pero curiosamente unidos de una forma
que no se considera correcta en los polidbolos. Con ese nom-
bre aparece en el libro de Martin Gardner que figura en la
bibliografia.

Con las piezas de los polidbolos se puede hacer un estudio
parecido al que realizamos con los hexamantes o como el que
se realiza con los pentominds, pero en este caso tenemos
varias dificultades anadidas. En primer lugar no todos los
lados de la pieza base, el tridngulo rectangulo isésceles, son
iguales, por ello la variedad de piezas que se pueden formar al
unir dos 0 mds piezas se va a disparar respecto de los otros
puzzles. Ademads, una de las medidas de los lados es irracional,
lo que va a complicar el estudiar el perimetro de las piezas.

Siempre que trabajamos puzzles de este tipo lo hacemos a tres
niveles diferentes: primero el disefio de las piezas, siguiendo
un proceso secuencial en donde pasamos de un nivel de difi-
cultad al siguiente probando todas las posibilidades. En
segundo lugar hacemos un estudio geométrico de las piezas
obtenidas para terminar, en tercer lugar, con la construccion
de figuras.

Piezas que forman el puzzle

En primer lugar haremos como en nuestras clases, en las que
los alumnos estudian la formacion de las piezas partiendo de
un nivel para pasar al siguiente. El nimero de piezas distintas
que podemos encontrar son:

Ne de triangulos Nombre Cantidad
2 Didbolo 3
3 Tridbolo 4
4 Tetrabolo 14
5 Pentébolo 30
6 Hexébolo 104

Como es de suponer nosotros solemos parar en los tetrabolos,
pues a partir de ahi aparecen demasiadas piezas para poder
manejarlas con comodidad, aunque veremos mds adelante
cémo dar un paso mas.

Debemos insistir, cuando se comienza el estudio, que los lados
por los que se unen las figuras deben de ser iguales, es decir,
no se puede unir un cateto del tridngulo con la hipotenusa.
Atn con esa condicién van a salir muchas piezas que seran
poligonos, tanto céncavos como convexos.

La primera sorpresa que nos encontramos al estudiar los dia-
bolos es que nos surgen las tres piezas intermedias del
Tangram Chino.

Como estamos trabajando en el espacio hay que dejar claro
que para nosotros serdn iguales las dos piezas que se pueden
obtener una de otra por giro, traslacién o simetria. De esa
manera las piezas siguientes son la misma.

Siguiendo la ley de formacién, ampliando en las tres piezas de
los didbolos un nuevo tridngulo en todas las formas posibles,
y descartando las piezas que aparecen repetidas, llegamos a

los cuatro tridbolos.

Por dltimo, para llegar a los 14 tetrdbolos partimos de las pie-
zas anteriores. Generalizando a partir del trapecio rectingu-
lo, es posible obtener las primeras ocho piezas. Y completan-
do con las que aparecen distintas al usar el resto de tridbolos
obtenemos las figuras siguientes:
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Una buena actividad, para seguir con el proceso secuencial y
acostumbrar a nuestros alumnos a ser sistemdticos en su tra-
bajo, consiste en seleccionar uno cualquiera de los tetrabolos
y conseguir todos los pentabolos que se pueden obtener a par-
tir de él anadiéndole un nuevo tridngulo en todas las posicio-
nes posibles. Aunque hay piezas como el rectingulo que dan
lugar a pocos pentdbolos diferentes (el cuadrado sélo una),
hay otras que dan mucho juego.

Estudio geométrico de las piezas

1. Estudio de giros y simetrias. Serfa una primera aproxima-
cién a las piezas, estudiar si tienen ejes de simetria (en el
caso de los tetrdbolos la mitad de ellas), y cuantos, y estu-
diar si poseen algdn angulo de giro que las deje invariantes.
Este ultimo requerimiento se da en muy pocas piezas.

2. Angulos. Como la pieza clave posee dngulos de 45° y 90°
quiere decir que todos los dngulos interiores seran malti-
plos de 45" y podemos encontrar todas las medidas desde
45" hasta 315"

3. Perimetros. Al trabajar con perimetros tenemos dos valores
bésicos. Si consideramos que el cateto del tridngulo base vale
1, la hipotenusa tiene el valor de V2, por lo que el perimetro
de las figuras que se construyan siempre serdn de la forma
a+ b2, aunque en alguno de lo casos a 6 b pueden ser
cero. Aunque es posible salvar la dificultad de trabajar con
los radicales si tenemos dibujados las piezas en una trama
cuadrada y llamamos al cateto del tridngulo / y a la hipote-
nusa 4, de esa forma para calcular los perimetros basta con-
tar cuantos de cada tipo tiene en su perimetro y todos seran
de la forma a-l+b-h, siendo a y b dos nimeros naturales.
Como sabemos que /4 es de mayor longitud que / podemos
facilmente ver que todos no tienen el mismo perimetro y
agruparlos y ordenarlos segiin esa medida. En la lista
siguiente tenemos las piezas agrupadas segin su perimetro.

Perimetro= 6

Perimetro= 4- \/5 <>
Perimetro= 4+2. x/i B &QED QX D.Q
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Perimetro= 2+4- \/5
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4. Relacion entre polidbolos. Un trabajo atractivo para nuestro
alumnado suele ser el relacionar unas piezas con otras de
nivel inferior. En concreto ver si es posible obtener todos los
tetrabolos uniendo dos didbolos. Por supuesto hay que dejar
la posibilidad de que se repita la pieza que se utiliza, en caso
contrario mds de la mitad de las piezas no se pueden dividir.
Otra posibilidad es estudiar todos los pentébolos que se pue-
den obtener al unir un didbolo con un tridbolo.

5. Mosaicos. Otro aspecto interesante es estudiar cudles de los
tetrdbolos sirven para teselar el plano. Aqui lo curioso no es
s6lo que todos los tetrdbolos cubran el plano sino que algu-
nas piezas que pueden parecer complicadas den lugar a
varias teselaciones distintas. A continuacién vemos una
serie de mosaicos que recubren el plano utilizando un pen-
tdgono irregular como el que se muestra mds abajo.
Animamos a nuestros lectores a encontrar alguna variacion,
que seguramente la habra.
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Construccion de figuras

1. Escalas. El primer avance que se puede hacer a la hora de
hacer figuras es reproducir las mismas piezas de los polia-
bolos a distintas escalas. Por ejemplo conseguir, uniendo
cuatro tetrdbolos distintos, una pieza de un tetrdbolo de
doble longitud. Hay una pieza para la que creemos que no
existe solucion: el romboide que tiene mayor perimetro. Si
algin lector se anima podemos hacerlo famoso a través de
esta secciéon. También es posible construir una copia en
escala 3.

2. Poligonos. El siguiente paso seria la construccién de poli-
gonos. Intentamos siempre pedir poligonos convexos y/o
que tengan algin tipo de simetria. Siempre insistimos a
nuestros alumnos que aprovechen una imagen que hayan
encontrado para, con pequefias variaciones, intentar
encontrar otra distinta.

Por ejemplo, si trabajamos con

los tridbolos, podemos construir ‘
un par de trapecios rectangulos a ‘ )
partir de los cuales se obtienen

varios poligonos féacilmente,
algunos de los cuales pueden verse en la imagen siguiente.
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Otra posibilidad es trabajar con los tetrdbolos, pero no con
todos. Por ejemplo estudiar los poligonos convexos que
podemos construir con dos tetrdbolos. No es posible cons-
truir paralelogramos pero si tridngulos, trapecios y otros
poligonos. Veamos algunos ejemplos.
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Como se puede ver en las figuras anteriores, es posible
obtener el mismo trapecio de tres formas distintas. Esa es
otra forma de trabajar. Construir una figura, por ejemplo
con tres tetrdbolos e intentar repetir la misma figura con
otras tres piezas.

Un buen estudio es investigar todos los poligonos convexos
que se pueden construir con 2, 3, 4... hasta las 14 piezas. Segin
los estudios hechos con ordenador, sélo existen 8 poligonos
convexos que son los que aparecen a continuacion.
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Aunque de la primera imagen solo hay 236 soluciones dis-
tintas, de la tltima hay un total de 5.365 contabilizadas. Una
solucidn y la cantidad de soluciones que hay se pueden con-
sultar en la pagina:
http://www.vicher.cz/puzzle/polyform/tan/tan.htm del
profesor Miroslav Vicher.

3. Figuras no geométricas. Una tltima posibilidad es construir
figuras que no sean poligonos, aunque es muy complicado
conseguir algo medianamente reconocible, especialmente
con todas las piezas. A continuacién anadimos algunas,
tomadas del material del profesor Picciotto del que maés
adelante hablaremos, indicando el nimero de piezas que se
necesitan para construirlas.
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Para trabajar en el laboratorio

El conseguir los tetrabolos es complicado ya que es dificil
encontrarlos comercializados. Nosotros los hemos consegui-
do en alguna tienda de las Islas Canarias, aunque el material
suele ser importado de paises anglosajones, en la siguiente
fotografia aparecen en rojo un ejemplar de ese material. Aqui
no conocemos actualmente ningun fabricante que los cons-
truya. Por ello lo mejor es construirlos nosotros mismos en
papel, cartdn, acetato o en goma espuma, ya que todo ello se




puede cortar facilmente con un cutter. En la fotografia pode-
mos ver también en verde unos tridbolos construidos en goma
espuma.

Y desde luego es muy util trabajar con tramas, ya que a veces
es mas facil ver por dénde irdn las piezas al contar los tridn-
gulos que nos quedan por rellenar y con qué formas podemos
jugar para encajarlas en los huecos.

Para profundizar

El trabajo mds completo que conocemos sobre los polidbolos
es el titulado “Puzzles de tetrisos e outras aventuras no
mundo dos poliisos” de Paulus Gerdes, un profesor mozambi-
quefio con quien hemos tenido el placer de coincidir en algu-
nas jornadas de matemadticas en Portugal. En este libro, el
autor hace un estudio exhaustivo sobre las piezas y qué figu-
ras se pueden construir con varios o todos los tetrabolos.
También plantea figuras con dos juegos completos de tetra-
bolos, incluso se adentra en el mundo de los pentdbolos.

Realiza un estudio de las partes de una figura que tienen sime-
trias y que permiten dar una disposicién distinta para la solu-
cién modificando sélo esas partes. Podemos ver un ejemplo
en las imagenes siguientes. También hace un estudio sobre las
teselaciones posibles del plano.

N
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El profesor Gerdes cuenta en su libro cdmo creé estas figuras,
que él llamo6 poliisos utilizando el comienzo de isdsceles, a
partir de trabajar con los poliminés y los poliamantes y cémo,
una vez terminada la primera version de su estudio, descubrié
que esas piezas llevaban mds de cuarenta afios ya descubier-
tas. Esto es algo que nos suele pasar mucho a los que trabaja-
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mos con juegos, que después de investigar un tema a veces
nos encontramos que otras personas han trabajado en la
misma linea sin nosotros saberlo (;verdad G.?).

El libro del profesor Gerdes se puede adquirir en versién
papel o en version mds barata en pdf en la direccién
http://stores.lulu.com/pgerdes, junto con otros muchos libros
del autor, varios de ellos sobre puzzles.

Si se quiere buscar mds informacién aconsejamos consultar la
pégina de Henri Picciotto, un profesor de la Urban School y
de la Universidad de San Francisco. En ella tiene un apartado
para este puzzle que ¢l llama Supertangrams y en donde pue-
den encontrarse en pdf cuatro cuadernillos de actividades que
se pueden descargar gratis. La direccion es:
www.picciotto.org/mathed/puzzles/supertangrams/index.html
De esos cuadernillos hemos tomado prestadas las figuras no
geométricas que hemos incluido en el articulo. En su pégina,
el profesor Picciotto, tiene muchas otras entradas interesantes
sobre diversos puzzles y actividades para matemadticas.

En otras paginas, los polidbolos reciben el nombre de polytans
como citamos en el articulo en la pdgina de Vicher del que
aconsejamos visitar su muy completa pagina de puzzles en
http://www.vicher.cz/puzzle/index.html.

En la pagina:
http://mitglied.lycos.de/polyforms/polytans/start.html pode-
mos encontrar figuras hechas con polidbolos. En concreto
podemos encontrar rectangulos de distintas dimensiones y
todos los tetrabolos construidos a escala 3.

Sinos atrevemos a continuar més alld de los tetrdbolos, en la pagi-
na siguiente tenemos figuras realizadas con polidbolos superiores:
www.geocities.com/alclarke0/PolyPages/Polyaboloes.htm

Existen multitud de paginas mas con referencias a estos puzz-

les para quien quiera profundizar, pero tampoco queremos
alargar el texto, por suerte tenemos google.

JUEGOS 1
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